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Resumen

Un diagrama de minima distancia (abreviadamente DMD) para un digrafo circulante de multiple
lazo es una herramienta muy utilizada para calcular el didmetro y la distancia media de un digrafo
circulante. Los digrafos circulantes de doble lazo han sido muy estudiados y se sabe que cada uno
tiene a lo mas dos DMD’s asociados, que tienen “forma de L”.

No obstante, en contra de lo que cabria esperar, nosotros en este trabajo demostramos que
existen digrafos circulantes de triple lazo con un ntimero arbitrario de DMD’s asociados. Nuestros
métodos se basan en las relaciones existentes entre DMD’s e ideales monomiales, introducidos por
Goémez y otros.

1 Introduccion

Los digrafos circulantes fueron propuestos en 1974 por Wong y Coppersmith ([6]) para modelizar
redes de area local, ya que algunas de sus propiedades se ven reflejadas en el digrafo. Los de doble
lazo han sido ampliamente estudiados y existen multiples resultados; sin embargo ain quedan muchos
problemas por resolver en el caso general.

En particular, se sabe que los digrafos circulantes de doble lazo poseen a lo sumo dos diagramas de
minima distancia y que estos tienen forma de L (por lo cual se les llama “L-formas”). Los DMD’s son
tablas multidimensionales que teselan el espacio y que nos dan el camino mas corto entre cualesquiera
dos nodos del digrafo circulante (ver Definicién 2.2 para més detalles, y la Figura 1). En particular, a
partir de un DMD podemos calcular facilmente el didmetro o la distancia media del digrafo.

Los DMD’s para los digrafos circulantes de triple lazo no tienen una forma tan sencilla como
los DMD’s de los digrafos circulantes de doble lazo, y esto hace que resulte mas dificil estudiar las
propiedades de estos digrafos circulantes de triple lazo (ver Figura 2). Por ejemplo, en [1] se propuso
estudiar un tipo especial de teselas que recibieron el nombre de hiper-L’s (ver Figura 3), pero en [3] se
demostré que sélo algunos digrafos circulantes de triple lazo con unos parametros particulares tienen
asociado ese tipo de DMD'’s.

En este articulo, demostramos que existen digrafos circulantes de triple lazo con un nimero arbi-
trariamente grande de DMD’s asociados. Para ello, reinterpretamos los DMD como (los conjuntos de
monomios estdndar de) ciertos ideales monomiales asociados al digrafo circulante (continuando con los
métodos de [4]).

2 Digrafos circulantes y DMD’s

Definicién 2.1. Un digrafo circulante con N nodos y pasos s1, ..., s, es un grafo dirigido cuyos nodos
son 0,1,...,N —1 y cuyas rN aristas son:

i—1i4+s; mod N,
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Figure 1: Digrafo circulante Cy(1,4) y sus dos DMD’s asociados.
para todot=0,1,..., N—1y j=0,1,...,r.
Lo denotamos Cn(s1,...,s,) y es “doble” si r =2y “triple” si r = 3.
Con otras palabras, Cn(s1,...,s.) es un digrafo de Cayley del grupo ciclico Zy con respecto a
{s1,...,8-}. Es evidente que Cn(s1,...,s,) es vértice-transitivo y de grado r. Ademds es conexo
si y sélo si med(N, s1,...,8.) = 1, cosa que supondremos a partir de ahora para todos los digrafos

circulantes. Las Figuras 1 y 2 muestran los digrafos circulantes Cy(1,4) y Ca25(1,3,7), con 2 y 3 lazos
respectivamente.

Definicién 2.2. Un diagrama de minima distancia (DMD) de Cn(s1,...,s,) es una aplicacién D :
Zy — N7 tal que':

e Para todo i € Zy, [|D(i)||1 = min{||al|; :a € N", i =a151 + -+ a,s,}.

e Paratodo i € Zy y para todo b € N” que sea menor que D(i) coordenada a coordenada, se tiene
que b = D(j) para algin j (con j =bys; + -+ bys,).

Un DMD nos da, en particular, una manera de encontrar un camino minimo para cada pareja de
vértices ¢ y j. En primer lugar, por transitividad del grafo, no hay pérdida de generalidad en suponer
que i = 0. En segundo lugar, para ir de 0 a j basta con buscar D(j) en el DMD y hacer tantos pasos de
cada tipo s; como sea la coordenada I-ésima de D(j). El orden en que se den los pasos es irrelevante.

Con esta interpretacién, la segunda condicién de la definicién de DMD es equivalente a que si el
camino minimo de 7 a j que da el DMD pasa por k, se verifica que los dos subcaminos inducidos, de 4
a kydek a j, son también caminos minimos dados por el DMD. Esta condicién estd implicita en la
mayoria de los trabajos sobre DMD’s.

Por ejemplo, la Figura 4 muestra dos DMD’s de C4(1, 2, 3). En cada dibujo los “cubos” que se usan
(aunque sélo vemos cinco, son seis) representan la imagen de la aplicacién D, cada una etiquetada con
el i € {0,...,5} del que proviene. Estos dos DMD’s se diferencian en la eleccién del camino més corto
desde el 0 al 4.

Para entender atin més el concepto de DMD, pensemos en el grafo Cs(1,2,3) y que los dos dibujos
de la Figura 4 son DMD’s parciales, en los que nos falta por decidir los caminos al vértice 6 y al 7.

1Como es habitual en este contexto, para nosotros N incluye el 0.
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Figure 3: Dos hyper-L’s correspondientes a los digrafos C1s2(43,23,25) y Css33(58, 25, 28)

Para completar los DMD’s, necesitamos anadir la celda (0,0, 2) etiquetada con “6” y cualquiera de las
celdas (1,0,2) o (0,2,1), etiquetadas ambas con “7” (14+3+3=2+2+ 3 = 7). Pero sélo una de las
posibles elecciones para la celda etiquetada con “7” es compatible con cada una de las elecciones de la
celda etiquetada con “4”.
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Figure 4: Dos DMD’s para Cg(1,2, 3).

Lema 2.3 (Aguilé y Mirallés '04). Todo digrafo circulante de doble lazo tiene a lo sumo dos DMDs.



3 DMD’s e ideales monomiales

En esta seccién recordamos algunos resultados que aparecen en [4], y terminamos con un resultado
propio (Teorema 3.3) que caracteriza de un modo més simple el ideal binomial asociado a un digrafo
circulante.

Sea K un cuerpo arbitrario y K[z1,...,2,] el anillo de polinomios en las variables x1,...,Z,.
Identificamos los monomios de K[z, ..., x,] con los vectores de N del siguiente modo:
x* =gzl —a=(a1,...,a).

Un ideal monomial es un ideal generado por monomios. Puede entenderse como un conjunto [
de monomios (i.e., un subconjunto de N") con la propiedad de que v € I = v+ w € I,Vw €
N". Equivalentemente, I C N" es un ideal si su complementario (llamado el conjunto de monomios
estindar) satisface v+ w ¢ I = v,w & I.

Un orden monomial es un orden total en N” que es invariante para la suma y en el cual 0 es el
unico minimo. Decimos que un orden monomial es graduado si extiende al orden (parcial) dado por la
norma L; (o grado total) de los monomios.

Observacién 3.1. Todo orden monomial graduado < induce un DMD:

D<IZN — N

¢c — ming{aeN :c=ays1+- -+ ars-}

Dado un ideal (no monomial I C Kz1,...,z,]) y un orden monomial (graduado o no) < es bien
sabido que los monomios directores de los polinomios de I forman un ideal monomial, al que se llama
ideal inicial de I con respecto al orden <. El célculo de un ideal inicial es equivalente al de una base
de Grobner.

El resultado principal de [4] respecto a esto, afirma que una manera de obtener DMD’s es como
ideales iniciales del ideal I asociado a un cierto reticulo. Recordemos que un reticulo entero es un
subgrupo aditivo de Z" y que a todo reticulo entero £ C Z" se le asocia el ideal binomial:

+ _
= <xa1 —x%* :ac€ £> CKlzy, ..., 2.,
donde a = at —a~ es la tnica descomposicién de a con at,a” € N". Ademds (ver [5]):
x*—xPel,<—a—-belL.

Teorema 3.2 (Gomez-Pérez et al.’06 [4]). Sean N,si1,...,s, € N. Consideremos el reticulo L :=
{(z1,...,2,) €EZ" :xs51+ -+ 28 =0mod N} y su ideal binomial I.

Entonces, todos los ideales iniciales de I con respecto a ordenes graduados son DMD’s del digrafo
ON(Sla LERE ST)'
Al ideal T del enunciado lo llamaremos el ideal binomial asociado al grafo circulante Cn(s1,. .., ;).

Hay que notar que el reciproco de este teorema no es cierto en general?. Por ejemplo, en el grafo
circulante Cg(1,3,5,7) el conjunto de monomios {x1, z2, ¥3, T4, 23, 23, v374} “es” un DMD pero no es
el (complementario de) ningtn ideal inicial de I.

Uno de los resultados de [4] es una representacién de I como ideal generado por r + 2 polinomios,
donde el cédlculo de dichos polinomios involucra el encontrar enteros 3 y «; tales que:

1=0ay81+ -+ s + BN.

Nuestro resultado en este sentido es la siguiente descripcion alternativa del mismo ideal:

2Aunque sf en el caso de doble lazo, por el Lema 2.3, y no conocemos ningin contraejemplo con triple lazo.



Teorema 3.3. FEl ideal binomial asociado al grafo circulante Cn(s1,..., ;) es igual al que resulta de
eliminar la variable t del siguiente ideal binomial:

I:= <tN —1,t% —xq, ..., " — :zrr>.

Obsérvese que el ideal I también es el ideal de un reticulo, a saber de
L= (Nes, s16t — €1,...,80€t — €r).

La diferencia es que en este caso los generadores del reticulo se traducen directamente a generadores
del ideal, mientras que en el caso general el ideal necesita mas generadores que el reticulo.

4 Muchos DMD’s

Consideremos el digrafo circulante Cn(s1, s2, s3). Su reticulo asociado es:

L:={(v,y,2) €Z®: 517+ sy + 532 =0 mod N}.

Las distintas elecciones que hacemos para construir un DMD se corresponden con los diferentes
vectores (caminos en el digrafo) que son distintos pero que tienen los mismos nodos de salida y de
llegada y la misma longitud, i. e.: a, b € N” tales que a, b € Ly ||a|l; = ||b]|1. Dicho de otro modo,
a — b estd en el siguiente reticulo, al que llamaremos subreticulo homogéneo de L:

Lo:=LN{(x,y,2) €Z®: 2 +y+2z=0}.

Por ejemplo, en la Figura 4 el reticulo asociado al grafo circulante Cg(1, 2, 3) seria
L:={(r,y,2) €Z® :x+2y+32=0 mod 6}

y su subreticulo homogéneo Ly estd generado por los vectores (1,—2,1) y (por ejemplo) (3,0, —3).
El segundo vector es irrelevante en este ejemplo, pero el primero es la causa de la existencia de dos
DMD'’s.

Expongamos y demostremos ahora nuestro resultado principal:

Teorema 4.1. Sean a y q € N. Sea N =1+ q+ ¢ y sea k > N. Supongamos que med(a, k) = 1,
med(k, N) =1 y med(q — 1, N) = 1. Entonces, Cni(a + k,a + qk,a + ¢*k) tiene al menos 3(q + 2)
DMD'’s.

Demostracion. Tenemos que probar que hay 3(q + 2) ideales iniciales diferentes para el reticulo L.
Para simplificar, haremos la demostracién para a =1 y ¢ = 5. Por tanto, hay que probar que existen
3 x 7 = 21 ideales iniciales diferentes para el reticulo £, que en este caso es:

L={(v,y,2) €Z®: (1 + k)z + (1 +5k)y + (1 +25k)2 =0 mod 31k},
L junto con = 4+ y + z = 0, nos da el reticulo homogéneo, que al simplificar queda como:

{y+62:0 mod 31
Ly =
r+y+2=0

Consideremos el octante con signos (—,+,+) intersecado con Ly. El resultado es un semigrupo
generado por los vectores (—31,0,31), (—6,1,5), (—11,7,4), (-16,13,3), (—21,19,2), (—26,25,1) y
(—31,31,0) (en general, obtenemos ¢ + 2 generadores). (Ver Figura 5)

Para cada b; en el sistema minimal de generadores, el vector normal exterior a 0?;1- nos da un rayo
que separa dos regiones en el abanico de DMD’s (también llamado abanico de Grébmer), ya que si
bi = b —b;, con bj = max{b;,,0} y b; = max{—b;,,0}, entonces:
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Figure 5: Reticulo £g de Cs11(1 + k,1 + 5k, 1 + 25k)

. . . + - [ . L
e El vector normal exterior da igual peso a los monomios % y z% , que estdn en la misma 6rbita

moédulo £ (representan el mismo monomio del ideal).

+ - . .
e Como el grado de z% y 2% es menor que 31 < k y como L contiene sélo vectores cuyas
coordenadas suman un numero miltiplo de & no hay monomios de grado menor equivalentes a
ellos médulo L.
+ - . .
b y 2% y con el mismo grado, el vector normal exterior da

e Entre los monomios equivalentes a x
menos peso a estos que a cualquier otro, ya que Ob; es un segmento de la envolvente convexa

de los puntos equivalentes a b;L y b; médulo £ que estdn en el octante intersecado con el plano

z+y+z=0.

; bt - . . o . . .
Asi 2% y 2% son dos monomios del ideal inicial obtenidos modificando el orden monomial graduado
con un vector obtenido a través de una perturbacién del vector normal exterior hacia un lado u otro,

respectivamente. (Ver Figura 6).

2

& (210,00

x+y+z=(§1 %

Figure 6: Pertubacion del vector normal exterior.

Repitiendo el mismo razonamiento sobre los octantes con signos (+,—,+) y (+,+, —), el nimero
de DMD’s serd la suma del nimero de elementos en los tres sistemas minimales degeneradores.

Por tanto, C315(1 + k,1 + 5k, 1 + 25k) tiene 21 =3 x 7 DMD’s. |

El concepto clave usado en la demostracion son los sistemas de generadores de los semigrupos
obtenidos intersecando Ly con los diferentes octantes. Recordemos que el (tinico) sistema minimal de



generadores de un semigrupo se llama su base de Hilbert. A primera vista, de la demostracion anterior
parece deducirse que el niimero de DMD’s obtenido coincide con el niimero de elementos de las bases
de Hilbert de los semigrupos interseccién de Ly con los tres octantes. Tenemos razones para pensar
que eso no es cierto en general, pero si que lo es para digrafos circulantes de triple lazo siempre que
los tres pasos s1, s2 v s3 sean distintos (lo cual sucede en todos los ejemplos précticos pues si no el
digrafo tiene aristas repetidas).
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