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Resumen

Dado un árbol geométrico T trazado sin cortes sobre un conjunto de puntos en el plano, en
esta comunicación se estudia la cantidad mı́nima de aristas que deben compartir T y otro árbol
T ′ trazado sobre el mismo conjunto de puntos, de forma que T y T ′ sean compatibles, es decir,
que su unión sea un grafo geométrico libre de cortes.

1 Introducción.

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posición general y K(S) el grafo geométrico completo
asociado a ese conjunto de puntos, es decir, el grafo cuyos vértices son los puntos de S y cuyas aristas
son todos los segmentos que conectan los puntos entre śı. Un subgrafo de K(S) se dice libre de cortes
si las aristas que lo forman no se cortan entre śı y dos subgrafos de K(S) libres de cortes se dice que
son compatibles si su unión sigue siendo un subgrafo de K(S) libre de cortes.

Diferentes trabajos abordan el problema del estudio de grafos compatibles, que básicamente se
pueden agrupar en dos ĺıneas de investigación. En la primera ĺınea de investigación, se analiza la
forma en que un subgrafo M de algún tipo (árbol, emparejamiento perfecto, ciclo hamiltoniano, ...) se
puede transformar en otro M ′ del mismo tipo, mediante una serie de pasos M = M0,M1, . . . ,Mk = M ′,
donde en cada paso Mi+1 es un subgrafo del mismo tipo que M y compatible con Mi, y el paso entre
Mi y Mi+1 se realiza mediante algún tipo de operación predeterminada. Algunos trabajos en esta ĺınea
son [2, 3, 5, 11]. Véase [8] para una panorámica sobre el tema.

En la segunda de las ĺıneas de investigación, se aborda el problema de la existencia de subgrafos
compatibles y disjuntos. Dos subgrafos M y M ′ sobre el mismo conjunto de puntos se dicen compatibles
y disjuntos cuando, además de ser compatibles, M y M ′ no tienen ninguna arista en común. Algunos
trabajos en esta dirección y algunas otras variantes pueden verse en [1, 7, 9, 10].

En esta comunicación se estudia el siguiente problema. Dado un árbol geométrico T de K(S),
encontrar otro árbol geométrico T ′ de K(S) de forma que T y T ′ sean compatibles y disjuntos, y en
caso de que no sea posible, encontrar un árbol compatible T ′ compartiendo con T el menor número
posible de aristas. A esta mı́nima cantidad de aristas compartidas la denotaremos por d(T ).

En general, esta cantidad d(T ) va a depender del árbol de partida T y de la posición de los puntos
de S. Por ejemplo, si T es una estrella, entonces d(T ) = 1 para cualquier conjunto de n puntos. Si
los puntos están en posición convexa, dado un árbol cualquiera T , es bien conocido que sólo se pueden
añadir un máximo de n − 2 aristas a T sin producir cortes. Por tanto, para obtener un árbol T ′

compatible con T , al menos ambos árboles van a compartir una arista. De hecho, dado cualquier árbol
T , siempre se puede encontrar un árbol T ′ compartiendo sólo una arista con T . Aśı, d(T ) = 1 para
cualquier árbol T sobre puntos en posición convexa.
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Además de estudiar d(T ) para diferentes configuraciones de puntos y de árboles, estudiaremos
también dn = max{S,T} d(T ), donde S es cualquier nube de n puntos y T cualquier árbol generador
sin cortes sobre los puntos de S. En la siguiente sección se muestran problemas equivalentes al del
cálculo de d(T ) y dn y se analizan diferentes propiedades. En la Sección 3, se dan ejemplos de árboles
en los que dn vale n

5 y en la Sección 4 se estudian algunos casos particulares.

2 Árboles geométricos compatibles y triangulaciones.

El siguiente lema nos proporciona diferentes equivalencias para d(T ).

Lema 2.1. Sea F un bosque geométrico sobre los puntos de S disjunto y compatible con el árbol T ,
tF (T ) el número de componentes (árboles de F ) y t(T ) = minF tF (T ) tomado entre todos los posibles
bosques F disjuntos y compatibles con T .

Sea ∆ una triangulación de S compatible con T , es decir obtenida añadiendo aristas a T , c∆(T )
el número de componentes conexas de ∆ − T y c(T ) = min∆ c∆(T ) tomado entre todas las posibles
triangulaciones compatibles con T . Entonces

d(T ) = t(T )− 1 = c(T )− 1

En lo que sigue vamos a estudiar propiedades de triangulaciones ∆ conteniendo a T , con el objetivo
de calcular o estimar c(T ) = d(T ) + 1. Para simplificar la notación, dada una triangulación ∆,
llamaremos aristas negras a las aristas de T y aristas rojas a los otras. Las componentes de ∆ − T
las denotaremos por C1, . . . , Ch, (h = c∆(T )), y las llamaremos componentes rojas de la triangulación
(dos puntos de S están en una misma componente roja si y sólo si hay un camino formado por aristas
rojas entre esos dos puntos).

El siguiente lema sirve para ver cómo pueden ser esas componentes rojas.

Lema 2.2. Sea P un poĺıgono simple con al menos cuatro vértices y ∆ cualquier triangulación del
interior de P . Supongamos que son rojas las aristas (diagonales) añadidas a P para formar ∆, y sean
v1, . . . , vk los vértices de P a los que no llega ninguna arista roja. Entonces, n/2 ≥ k ≥ 2 y ∆ tiene
exactamente k + 1 componentes rojas. Cada uno de los vértices v1, . . . , vk es una componente roja, y
los restantes n− k puntos de P forman otra componente roja.

De este lema se desprende el siguiente corolario, que es usado en la demostración del Lema 2.10.

Corolario 2.3. Supongamos que P = (v1, v2, . . . vn) es un poĺıgono simple y no convexo, y que todos
sus vértices están etiquetados con un 1 ó con un 2. Supongamos que este etiquetado verifica además
que hay dos vértices consecutivos vi y vi+1 que tienen la misma etiqueta, digamos 1, y que al menos
un vértice reflex tiene la otra etiqueta, la 2. Entonces en cualquier triangulación del interior de P hay
al menos una arista roja conectando un punto de etiqueta 1 con un punto de etiqueta 2.

El siguiente concepto de banda separadora nos permitirá conocer cómo se combinan las diferentes
componentes rojas de ∆ que nos quedan al eliminar T y que no son puntos aislados.

Definición 2.4. Sea ∆ una triangulación conteniendo a T . Una banda separadora en ∆ es un poĺıgono
simple B = (v1, v2, . . . , vk1 , w1, . . . , wk2 , v1) sin puntos de S en su interior y verificando:

- (vk1 , w1) y (wk2 , v1) son aristas negras pertenecientes a la frontera de la clausura convexa de S,
y el resto de aristas de B son rojas.

- El interior de la banda B está triangulado con aristas negras.

En la figura 1 podemos ver una banda separadora para un árbol. Notar que una banda separadora
B divide el conjunto S en dos partes, la parte donde están los puntos vi que la denotaremos por Sv y
la parte donde están los puntos wi que la denotaremos por Sw. Como no hay aristas rojas conectando
puntos de Sv con puntos de Sw, cualquier componente roja Ci de ∆ solo puede contener puntos de
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Figura 1: Una banda separadora.

una de las mitades. Cuando Sv (o Sw) contiene sólo los puntos Bv = {v1, . . . , vk1} de B, diremos que
esa mitad es una semibanda.

Notar además que una banda es una secuencia de triángulos adyacentes, compartiendo un lado
negro, y teniendo dos lados negros y el otro rojo. Por tanto, las aristas negras de la banda B forman
una secuencia ordenada e1 = (v1, wk2), e2 = (v1, wk2−1)o(v2, wk2), . . . , ek1+k2−1 = (vk1 , w1), donde
cada arista ei comparte un extremo con la siguiente ei+1. La secuencia Z = (u1, u2, . . . , uk) formada
por los vértices (eliminando repeticiones) comunes entre aristas ei consecutivas, es una poligonal de
aristas negras que llamaremos la ĺınea zig-zag de la banda B. Este zig-zag une alternativamente puntos
de Sv y Sw y lo podemos extender para que incluya a las dos aristas de B que están en la frontera de
la clausura convexa.

Teorema 2.5. Sea ∆ una triangulación conteniendo a T . Una componente roja Ci de ∆ o es un nodo
aislado interior, o contiene puntos de la frontera de la clausura convexa de S y está separada de otras
componentes rojas del mismo tipo mediante bandas separadoras.

Corolario 2.6. Sea TC el grafo teniendo como nodos las componentes rojas C1, . . . , Ch de ∆, y con
una arista entre Ci y Cj, si y sólo si, existe una arista de T uniendo un vértice de Ci con uno de Cj.
Entonces TC es un árbol, que llamaremos árbol de componentes rojas.

Corolario 2.7. Para cualquier triangulación ∆ conteniendo a T

c∆ ≤ b(n + 1)/2c

El peor caso del corolario anterior sucede cuando hay muchos puntos aislados en la frontera de la
clausura convexa. La figura 2 muestra un ejemplo. La cota dada en ese corolario se puede mejorar
usando el siguiente lema, que nos dice que, excepto en un caso, siempre se puede triangular T sin dejar
puntos aislados en la clausura convexa de S.

Lema 2.8. Dado un conjunto S de n ≥ 3 puntos y un árbol T sobre ellos, podemos completar T a una
triangulación ∆ en la que ninguna banda separadora sea un triángulo, excepto para el caso de que los
puntos de S estén en posición convexa y T sea un camino que recorre en orden esos puntos, en cuyo
caso necesitamos incluir un triángulo.

Corolario 2.9. Cualquier árbol T que no sea una cadena convexa, admite una triangulación ∆ tal
que

c∆(T ) ≤ b(n + 2)/3c

La figura 3 muestra un árbol T y una triangulación que alcanza la cota anterior, aunque claramente
existen otras triangulaciones sobre el mismo árbol T con un menor número de componentes rojas.



Figura 2: Una triangulación alcanzando la cota del corolario 2.7.

Figura 3: Una triangulación alcanzando la cota dada en el corolario 2.9.

Señalar por último que las bandas separadoras se pueden mover para obtener triangulaciones en
las que una de las componentes rojas sea “grande”. El siguiente lema nos dice cómo realizar esta
transformación.

Lema 2.10. Sea B = (v1, v2, . . . , vk1 , w1, . . . , wk2 , v1) una banda separadora para T , Z su correspon-
diente zig-zag ĺınea y supongamos que Sw contiene algún vértice que no es de Bw. Entonces podemos
trazar una arista roja desde un vértice de Bv a un vértice de Sw.

Corolario 2.11. Dado un árbol geométrico T , siempre existe una triangulación ∆ tal que el árbol de
componentes TC es una estrella . Además las hojas de TC o son puntos aislados interiores o son las
aristas de una semibanda.

3 Número de puntos aislados de un árbol.

Dado un árbol geométrico T hemos visto que al triangular T pueden quedar componentes rojas for-
madas por un solo punto interior. Esta situación es a veces inevitable ya que el árbol puede contener
puntos aislados, puntos tales que en ninguna triangulación ∆ de T llega a ellos una arista roja. La
figura 4 muestra un ejemplo con muchos puntos aislados. El lema siguiente describe cómo debe ser un
punto aislado.

Lema 3.1. Sea T un árbol geométrico que no sea una estrella, u un vértice aislado de T y v1, v2, . . . , vk



los vecinos de u que no son hojas de T numerados en el sentido del reloj. Supongamos que desde v1

sale otra arista (v1, w1) en la dirección del reloj desde el rayo (u, v1). Entonces:

i) Todas las aristas (vi, w) con w cualquier vecino de vi se encuentran también en la dirección del
reloj desde el rayo (u, vi).

ii) Para i = 1, . . . , k sea wi el vecino de vi tal que el ángulo (u, vi, wi) sea mı́nimo. Entonces, la
arista (vi, wi) es la primera arista de T cortada por el rayo (u, vi+1). Igualmente, el rayo (wi, vi) en
primer lugar corta o a la arista (vi−1, wi−1), o a la arista (u, vi−1) o a alguna arista (u, v), donde v
es una hoja de T y (u, v) está (en la dirección del reloj) entre (u, vi−1) y (u, vi).

Notar que si T no es una estrella y u es aislado, cualquier rayo saliendo de u tiene que cortar a una
arista. Por tanto sólo puntos del interior de S y con grado al menos tres pueden ser aislados. De estas
observaciones y del lema anterior se deducen los siguientes resultados.
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Figura 4: Un árbol con muchos puntos aislados.

Lema 3.2. Si un árbol T contiene k vértices aislados entonces tiene al menos 5k+2 vértices. Además
esta cota es ajustada.

Teorema 3.3. Para todo n ≥ 3, se verifica que

n− 2
5

≤ dn ≤ n− 1
3

4 Algunos casos especiales.

En esta sección vamos a ver algunos casos especiales e interesantes en los que conocemos el valor de
cT .

Sea T un árbol geométrico y sean u y v dos puntos consecutivos de la clausura convexa no adyacentes
en T . Al añadir la arista (u, v) se forma un único ciclo en T ∪ (u, v). A este ciclo, junto con todos
los puntos y aristas de T encerrados por el ciclo lo llamaremos bolsillo. Se tiene entonces el siguiente
lema.

Lema 4.1. Sea T un árbol sobre S tal que todos los bolsillos de T son poĺıgonos convexos. Entonces
cT es 1 o 2.



Figura 5: Un árbol camino tal que cT = 2 y d(T ) = 1.

Cuando en lugar de un árbol, el grafo que se tiene de partida es un ciclo, es decir, un poĺıgono
simple, se puede demostrar el siguiente resultado.

Lema 4.2. Sea P un poĺıgono simple. Entonces cP es ó 1 ó 2 ó 3. Además:

- cP vale 3 sólo si P es un poĺıgono convexo.

- Para que cP pueda valer 2 es necesario que los vértices de P sean alternativamente reflex y con-
vexos, excepto para vértices sobre la frontera de la clausura convexa que permitimos vértices convexos
consecutivos.

- En los demás casos cP vale 1.

Por último, para caminos se tiene el siguiente resultado.

Lema 4.3. Sea T una camino simple uniendo los puntos de S. Entonces cT es ó 1 ó 2.

La figura 5 muestra un camino con cT = 2.
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