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Solucién del examen. Parte tedrica

(1 p.) Se sabe de un reconocedor finito determinista completo que reconoce las cadenas a, ab,bb y aaa y que no
reconoce a las cadenas €, b, aa y ba. Conteste justificadamente:

1. ;cuéntos reconocedores de 2 estados pueden hacer esta tarea? , y si es el caso jcuales?

Si el reconocedor finito tiene dos estados y no es minimo, sera equivalente al que tiene por lenguaje reconocido
el vacio o al que tiene por lenguaje reconocido el total; ninguno de los dos es el caso.

Supongamos pues que es minimo. Entonces uno de los estados es final y el otro no.
Como € € L(R), f(q1,€) = ¢1 no es final.

Como a € L(R), f(q1,a) € F, luego es go.

Como b & L(R), f(q1,b) € F, luego es q;.

Como aa & L(R), f(q2,a) = f(q1,aa) € F, luego es ¢

Como ab € L(R), f(g2,b) = f(q1,ab) € F, luego es g2

Por lo tanto el reconocedor tiene que ser
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Pero este no acepta bb, y deberfa hacerlo; por lo tanto no hay ningtn reconocedor de dos estados que cumpla
las condiciones pedidas.
2. ;cuéntos reconocedores de 3 estados pueden hacer esta tarea? , y si es el caso jcuales?

Con 3 estados, podemos suponer que es minimo, porque de no serlo seria equivalente a otro con menos
estados, y ya se ha visto que no es posible.

Siendo minimo, los estados se distinguiran en la particion de orden 1 (dos estados seran equivalentes si y
solo si lo son de orden 1), y por lo tanto, cada estado se caracteriza por su respuesta ante las cadenas ¢, a, b.

Del comportamiento desde ¢; se sabe:

‘e‘a‘b‘aa‘ab‘ba‘bb‘aaa‘...
ColO[T]ojO[1]Oo[1] 1 |..
Como ¢; no es final, pero f(q1,a) silo es, éste no es g;. Llamémoslo ¢s.
Ya se tiene
alb
—11]2
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Como ¢(g2,x) = g(q1, az), lo que se sabe del comportamiento del reconocedor desde ¢ es

‘e‘a‘b‘aa‘ab‘ba‘bb‘aaa‘...
< I O B

Para saber si f(q1,b) es q1, g2 o el tercer estado consideremos el comportamiento del reconocedor des-
de f(q1,b): como g(f(q1,b),z) = g(qu1,bx), se sabe del comportamiento del reconocedor desde f(q1,b) lo
siguiente:
‘e‘a‘b‘aa‘ab‘ba‘bb‘aaa‘...
Cram (OO [ [ | | [..

y por lo tanto, f(q1,b) no es equivalente ni a ¢; ni a ¢a: es gs. Ademaés no es final.

Ya se tiene
alb
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y los tres estados se caracterizan por los comportamientos respectivos para las cadenas de longitud menor
que 2: (0,1,0), (1,0,1) y (0,0,1) respectivamente.



Para conocer las transiciones que faltan, considérese el comportamiento del reconocedor desde f(g2,a) y
desde f(g2,b): usando que g(f(g2,a),z) = g(g2,ax) y 9(f(g2,b), z) = g(gz, bx) se deduce:

‘e‘a‘b‘aa‘ab‘ba‘bb‘aaa‘...
Criga) | 1

Por lo tanto, f(g2,a) = g1y f(g2,0) = g
Y para g3 se obtiene:

Cf(‘]?) 7(1)
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Por lo tanto f(gs,b) = g2 y de f(gs3,b) sélo podemos saber que no es ¢s.
Por lo tanto hay dos posibilidades:

al|b al|b
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Ambos autématas son minimos: en ambos casos

Po :{{1’3}’{2}}
Py ={{1},{3}{2}}

Ambos cumplen las condiciones pedidas, y, dada la forma de construccion, son los tnicos que las cumplen.

(1 p.) Considere el alfabeto ¥ = {a,b,c}. Sea L un lenguaje cualquiera sobre ¥ tal que L C (a|b)*, y sea
L.=c"LU (a|b)*
(NOTA: consecuencia interesante de este problema es darse cuenta de que existen lenguajes que cumplen el lema
de bombeo sin tener nada de regulares).

1. Probar que L. cumple el lema de bombeo de los lenguajes regulares, incluso en su “version fuerte”.
Cumple el (br para N = 2.
En primer lugar, obsérvese que si z € L, o bien esta formada so6lo por aes y bes (z € (a]b)*) o bien consiste
en un prefijo formado por algunas ces (una al menos) y a continuaciéon una cadena de L, formada sélo por
aes y bes (z € ¢t L C ¢ (a|b)*).
Sea z una cadena de L. con longitud |z| > 2. Hay pues dos casos:
= 2 €cTL. Entonces z = cPz; con p > 0 y 21 € L.
e Sip > 1, se puede bombear la primera ¢, es decir, tomar v =€, v =cy w = c?"'2; , en cuyo caso
2z = uwvw, y wv'w = P71z que esta en ¢t L, y por lo tanto en L., para todo i >0 (p—1+1i > 0),
cumpliéndose ademas que |uv|=1< N
e Sip =1 (z = cz1), se puede bombear la primera ¢ igualmente, es decir, tomar u = ¢, v = ¢y
w = P71 ; en este caso, uv'w esta en ¢t L sii > 0, ysii =0, uv'w = 2, € (a|b)* que también esta
en L.
» 2 € (a|b)*. Entonces, se puede tomar u = ¢, v el primer caracter de z y w el resto; uviw siempre estara
en (a|b)* y por lo tanto en L.

2. Probar que L. es recursivo si y solamente si L es recursivo.

= Si L es recursivo, como ¢ y (a|b)* también lo son, y la concatenacion de recursivos lo es, y la unién
de recursivos también, L. es recursivo.
= Reciprocamente: si L. es recursivo y Mc¢ es una maquina caracterizadora de L., se puede construir una
maquina caracterizadora de L mediante el siguiente “algoritmo’
leer x (sobre el alfabeto {a, b, c})
si x contiene alguna c, escribir NO
(mediante un RFD, por ejemplo)
si no
poner una c delante de x
aplicar Mc a cx (se pararéa)
si MC ha dicho SI, escribir SI
si no, escribir NO
Este algoritmo (la maquina de Turing construida con él) se para siempre, y escribe SI exactamente
para las cadenas de L, ya que cx € L, si y solamente si z € L, y NO para las restantes.



3. Probar que L. es recursivamente numerable si y solamente si L es recursivamente numerable.

= Si L es recursivamente numerable, existird una MT generadora de L, que llamaremos Mr. A partir de
ella podemos construir una maquina generadora de ¢t L mediante la siguiente técnica:
Generar los pares (4, j) de NxN en el orden siguiente: (1, 1), (1,2), (2,1), (1, 3),(2,2),(3,1),(1,4),(2,3) ...
es decir, primero los pares que sumen 2, luego los que sumen 3, los que sumen 4, etc. y, dentro de éstos,
en orden creciente de la primera componente (como se hizo en la transparencia 21 del tema de Maquinas
de Turing. Cualquier otra numeracion de IN x IN seria también valida).
Para cada par (i,j), hacer que Mr genere su i-sima cadena, afadirle ¢/ como prefijo y escribir el
resultado.
De esta manera se generan exactamente las cadenas de ¢t L, dado que lo que se genera evidentemente
esta en ¢t L y cualquier cadena z de ¢t L sera la concatenaciéon de un ¢*, k > 0 y una cadena de 2’ de L,
que saldra en la generacion que hace Mr en alguna posiciéon p (al menos): (2 = z,). Cuando aparezca
en la generacion de pares el par (p, k), se mostrara z.
Por lo tanto ¢t L es recursivamente numerable. Por otra parte (a|b)* es recursivamente numerable, y
como la unién de recursivamente numerables lo es, L. sera recursivamente numerable.

= Reciprocamente, si L. es recursivamente numerable y Mrc es una maquina generadora de L., podemos
hacer una méaquina generadora de L sin mas que poner a trabajar a Mrc, y, capturar la salida; cada
vez que Mrc escriba una cadena z, hacer lo siguiente:
si z no empieza por ¢, no se escribe;
si z empieza por ¢, se omiten todas las ces y se escribe el resto de los caracteres.
Este algoritmo escribiré exactamente las cadenas de L, y por lo tanto L es recursivamente numerable.

(NOTA: puede también probarse este apartado trabajando con méquinas reconocedoras, de las que no
necesariamente se paran siempre).

(3) (1’5 p.) Sean Ly = {a’t/ / 1 <i<j}y Lo={a't/ /1 <j<2i}

1. Hallar un Autémata con Pila Determinista cuyo lenguaje reconocido sea L; (especifique si el lenguaje es el
reconocido por estado final o por vaciado de pila, y explique brevemente el autémata).

Se propone el siguiente (naturalmente no es la Gnica posibilidad), que se basa en la siguiente idea:

= Se reconocera por estado final: se usara la pila para controlar que el numero de bes sea igual al de aes,
y entonces se pasard a un estado final que permita admitir las bes restantes. (L; = {a’b? /i > 1}b*)

» Apilar la primera a como A, para distinguir la primera (obligada) de las otras (optativas) | estado 1 |

= Apilar las aes que sigan | primera columna del estado 2 |. La apariciéon de una b despila una a y se pasa
a un estado de desapilado (3); si la b desapila la primera a, ya hay tantas aes como bes, y se pasa a un
estado de aceptacion (4) | segunda columna del estado 2 |.

= En el estado 3 se desapilan aes con bes; igualmente el desapilado de la primera a lleva al estado de
aceptacion.

= Una vez en el estado 4, ya hay tantas aes como bes, y hay que admitir cualquier cantidad de bes
posteriores.

= El simbolo inicial de la pila es S. R es otro simbolo de la pila.

2 a b 3 b
—1 a (4) b
A | (2,aA) | (4,¢) A | (4,¢)
S | (2 AR) o | (2,a0) [ (o) <G, R|&.E)
2. Probar que Ls es independiente de contexto.
Puede probarse describiendo un autémata con pila, hallando una gramatica que lo genere, . ... Hay muchas

posibilidades en cualquier caso. Exponemos una de ellas:

Las reglas
S — aSB|e

generarian las fomas sentenciales a’B? para i > 0. Si se sustituye B por bb se obtiene a’b?!, es decir, a’b’
con j = 2i. Para obtener también todas las cadenas en las que j < 2¢ bastaria permitir que B sea sustituido

por b o eliminado (sustituido por €). Por lo tanto, la graméatica

S — aSB|e
B — bb|b]e

generara {a’t’ / j < 2i}, lo que hace a este lenguaje independiente de contexto. Para conseguir Lo bas-
ta intersecar este lenguaje con a™b*. Por lo tanto, Lo es independiente de contexto (interseccion de un
independiente de contexto con un regular).



3. Justificar que el lenguaje L; N Lo es independiente de contexto.
LiNLy={a'¥ /| 1<i<j<2i}
Por lo tanto el nimero de bes es cualquiera entre el niimero de aes y su doble: por cada a hay una o dos

bes. Es facil ver que la gramaética
S — aSB|e
B — bbb

genera L3 = {a't’ / 0 <i < j < 2i} (porque a base de aplicar las dos primeras reglas se obtienen las formas
sentenciales a"B™ / n > 0 y luego cada B puede ser sustituida por 1 6 2 bes, por lo tanto como poco se
obtienen n bes, como mucho 2n, y puede obtenerse cualquier namero intermedio).

Por lo tanto este lenguaje (L3) es independiente de contexto. Ahora sélo hay que darse cuenta de que
L1 N L2 = L3 N a+b*

y se obtiene L1 N Ly como interseccion de un independiente de contexto con un regular, que es independiente
de contexto.

(NOTA: este es un ejemplo no trivial de interseccion de lenguajes independientes de contexto que lo es; como
sabemos esto no siempre ocurre).

(1 p.) Dada méaquina de Mealy

a b
1| 1/e|2/e
1/e | 3/e
31/a]|3/b

1. Calcular la salida para la entrada w = abbababbabbbabbbb si se comienza en el estado 1
El diagram de estados es el siguiente:

La salida es

eeeq 000 eqeehge eb)

(mientras se recorren los estados 112312123123312333 . A continuacién se muestra una simulacién: en la
linea central la entrada, en la inferior el estado y en la superior la salida)

1a3b3b5afb3atb3b3ad b3bsbiadbsbsbans

2. Describir de la mejor manera posible el conjunto de cadenas de (a|b)* para las que esta maquina da como
salida una cadena de * (es decir, sin aes ni bes).

El conjunto de cadenas pedido puede describirse quitando de la maquina dada los arcos que producen salida
distinta de e:

Se trata pues de las cadenas reconocidas por el siguiente RF:

b b
-© O——0
El algoritmo de analisis darad como resultado
(a|ba)* (€] b|bb)

(Puesto que se trata de un lenguaje regular, la expresion regular es la “mejor” manera de describirlo)

3. Obtener una maquina de Moore equivalente

a | b
1°/e | 1° | 2
1%/a | 1° | 2
2/e | 1% | 3°
30/. 19 317
3°/b | 19| 30




(0’5 p.) Obténgase una gramética sin recursion por la izquierda equivalente a la siguiente:

A — Ab|CCa

B — BA|CBa

C — AAb|Ca|DB|a
D — AD]a

B no es terminable; A, C'y D lo son. Eliminando no terminables se obtiene:

A — Ab|CCa
C — AAb|Cala
D — AD]a

D es inaccesible; A, y C son accesibles. Eliminando no accesibles se obtiene:

A — Ab|CCa
C — AAb|Cala

El algoritmo de eliminacién de la recursion por la izquierda, numerando A; y Cs transforma la graméatica

sucesivamente en

A — CCaA
A — DA e
C — AAb|Cala
A — CCad
A — DA e
C — CCaA'Ab|Cala
A — CCaA
A — bA e
C — aC’
C' — CaA’AbC" | aC' | €

La numeracion C’ ,, A" ;, Ay, Cy justifica que la graméatica obtenida no tiene recursion por la izquierda.

La eleccion de la ordenacion Cy y As, por un procedimiento similar, daria la gramatica:

A — aC'Cad’

A" — DA | AbC'CaA’ | €
C — AAC | aC’

¢ — aC e



Contestar en esta misma pagina:

@ (1 p.) 1. Hallar un RF determinista equivalente (especificando el significado de cada estado) a

[alb] ¢ | e | (A)‘Z‘:?‘Z‘l23
_;1 i ; 132 2,3 respuesta: (B) |A|C|A 2:37
@) : (C) |D|D|D|3

D D|D|D

2. Hallar un RF determinista minimo equivalente al anterior o probar que ya era minimo:
El obtenido es minimo. Esto se prueba, o bien dando cadenas que distingan cada par de estados:

B | ba

Clala
D| e |e]|ce¢
A|B|C

o bien aplicando el algoritmo de minimizacién, que proporciona el mismo reconocedor:

Po :{{Avac}v {D}}
P = {{AvB}7 {C}’ {D}}
Py ={{A}, {B}, {C}, {D}}

(0’5 p.) Describe brevemente (en esta pagina) cuales son los resultados mas importantes explicados en la parte
tedrica de esta asignatura.

Se esperaba, basicamente, que se explicara:

= la clasificacion de lenguajes en cuanto a su dificultad de reconocimiento y generacion (en los tipos de la
jerarquia de Chomsky, 0, 1, 2 y 3, recursivos y recursivamente numerables)

= larelacion de cada uno de estos tipos con los algorimos generadores (gramaticas) y reconocedores (maquinas
0 automatas)

= la existencia de lenguajes no recursivamente numerables, es decir, imposibles de generar por ningtin meca-
nismo algoritmico (o sea, no generables por maquinas de Turing)

= la existencia de lenguajes recursivamente numerables no recursivos, es decir, generables por algiin mecanismo
algoritmico (o sea, por méaquinas de Turing), pero que no pueden caracterizarse por maquinas de Turing
(es decir, por ningtin programa)

lo que se puede esquematizar:

lenguajes maquinas reconocedoras dispositivos generadores
generales
tipo 0 o méquinas de Turing gramaticas tipo 0 o
recursivamente numerables  (reconocedoras) m. de Turing (generadoras)
recursivos m. Turing reconocedoras que
siempre se paran (caracterizadoras)
tipo 1 autématas linealmente acotados gramaéticas tipo 1 o
gramaticas no contractivas
tipo 2 automatas con pila no deterministas gramaticas independientes del contexto
tipo 3 autématas finitos gramaticas regulares por la izquierda o
deterministas o indeterministas gramaticas regulares por la derecha

estando cada tipo estrictamente contenido en el anterior.



