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1. Lenguajes independientes de contexto y autématas con pila

1.1. Lenguajes independientes de contexto
1.1.1. Gramaéticas de tipo 2 vs gramaticas independientes de contexto

Toda gramatica independiente de contexto genera un lenguaje de tipo 2 (gracias al algoritmo de
eliminacién de reglas A).

1.1.2.  Arbol de derivacion
Dada una gramatica independiente de contexto G, y una cadena « € (X1 UZXa)* son equivalentes
1. xesunaforma sentencial de G
2. Existe una derivacion S =* «
3. Existe una derivacion mas a la derechaS =* ; a
4. Existe una derivacion mas a laizquierda S =7, @
5. Existe un arbol de derivacion en G de resultado «
En particular, si x € Z{ son equivalentes

x € L(G)

=

2. Existe unaderivacion S = x

3. Existe una derivacion mas a la derecha S =} | x
4. Existe una derivacion mas a la izquierda S =7, x
5. Existe un arbol de derivacion en G de resultado x

Cada arbol de derivacion puede describirse mediante (posiblemente) varias derivaciones.

Cada arbol de derivacion puede describirse mediante exactamente una derivacion mas a la dere-
cha.

Cada arbol de derivacién puede describirse mediante exactamente una derivacion mas a la iz-
quierda.

Cada derivacion mas a la derecha describe exactamente un arbol de derivacion. Cada derivacion
mas a la izquierda describe exactamente un arbol de derivacion.



1.1.3. Ambigledad

Definicién 1.1.3.1 Dada una gramatica G independiente de contexto y una forma sentencial « (res-
pectivamente sentencia x), @ es ambigua para G si existe mas de un arbol de derivacion en G de
resultado « (respectivamente X).

Son equivalentes:
1. «aesambiguapara G
2. Existen (al menos) dos arboles de derivacidn distintos con resultado «
3. Existen (al menos) dos derivaciones mas a la derecha con resultado o

4. Existen (al menos) dos derivaciones mas a la izquierda con resultado «

Definicién 1.1.3.2 Una gramaética independiente de contexto G es ambigua si existe alguna forma
sentencial @ ambigua para G.

Todo lenguaje que pueda generarse mediante una gramatica i.c. no ambigua, puede también ser
generado mediante una gramatica i.c. ambigua.

Definicién 1.1.3.3 Un lenguaje L es inherentemente ambiguo si toda gramatica capaz de gene-
rarlo es ambigua.

Proposicion 1.1.3.4 Existen lenguajes inherentemente ambiguos.

1.1.4. Simplificacion de gramaticas

Algoritmos de eliminacién de simbolos y reglas indtiles, eliminacién de reglas A — A, elimina-
cién de reglas A, eliminacién de reglas simples.

1.1.5. Forma normal de Chomsky

Definicién 1.1.5.1 (FNC) Una gramatica esta en forma normal de Chomsky (FNC) si todas sus
reglas estan en Xa x XaZa U Za x X7 (es decir, son de la forma A; — AjAc 0 Ai — a)

Proposicion 1.1.5.2 Dada una gramatica independiente de contexto que no genere la cadena vacia,
existe una gramatica equivalente en FNC.

Lema 1.1.5.3 Sea G una gramatica en FNC. Si A =* x mediante un arbol de profundidad p,
entonces p < |x| < 2P1

1.1.6. Lema de bombeo

Lema 1.1.6.1 (de bombeo para l.i.c) Sea L un lenguaje independiente de contexto sobre un alfa-
beto Xr. Existe un numero entero N > O tal que, siz € Ly |z| > N entonces existen X, y, u,v,w € X}
tales que z = xyuvw, [yuv| < N, [yv] > 0y, Vi > 0 ocurre que xy'uv'w € L

Este lema de bombeo permite, por ejemplo, comprobar que {a"b"c"/n > 0} noes i.c.

Como en el caso del lema de bombeo para lenguajes regulares, la condicion no es suficiente, es
decir, existen (y muchos) lenguajes que, verificando este lema de bombeo, no son independientes de
contexto.



1.1.7. Propiedades de cierre de los lenguajes independientes de contexto

Proposicion 1.1.7.1 (Unién) La unién de lenguajes independientes de contexto es independiente
de contexto

Proposicion 1.1.7.2 (Concatenacion) La concatenacion de lenguajes independientes de contexto
es independiente de contexto

Proposicion 1.1.7.3 (Cierre) El cierre de Kleene (x) de un lenguaje independiente de contexto es
independiente de contexto

Proposicion 1.1.7.4 (Interseccion) La interseccion de lenguajes independientes de contexto no tie-
ne por qué serlo

Proposicion 1.1.7.5 (Complementario) El complementario de un lenguaje independiente de con-
texto no tiene por qué serlo

1.1.8. Eliminacién de la recursion por la izquierda
Definicién 1.1.8.1 Una regla es recursiva por la izquierda si es de la forma A - Aa

Se pueden eliminar las reglas recursivas por la izquierda (eliminacion de la recursién directa por
la izquierda)

. A - BA
sustituyendo las reglas A — Aa | por las reglas AN > ol
aungue a costa de introducir reglas A
Otra posibilidad, sin introducir reglas A:
A — BANIB

sustituir A — Aa|B por A > oA

Mas generalmente:

A - BN PP

sustituir A — Aai|Aaz| ...Aan|B1]| ... |Bm por A S A ah | ... anh |

A = BIA | BeA Bl - | Bm

sustituir A — Aag | Aaz]| ... Ax or , ,
1] Aaz| nlBulABm POT A A oA | . | [y |l .. | an

Definicién 1.1.8.2 Una gramatica es recursiva por la izquierda si existe una derivacion de la
forma A =* Aa

Ejemplo:
A — Ba
B —» Cb
C — AAbla

Eliminacion de la recursion por la izquierda general:

Algoritmo
Entrada: una gramatica i.c. sin ciclos ni reglas A, recursiva por la izquierda
Salida: una gramaética i.c. equivalente sin recursion por la izquierda
Inicio
1. Ordenar los auxiliares (como se quiera): Ay, Aa.... A,



2. para i desde 1 hasta n hacer (fijado un antecedente A;)
para j desde 1 hasta i — 1 hacer (auxiliares estrictamente anteriores al fijado)
sustituir cada regla A — Ajy
por A - 61y |62y ]...
siendo Aj; — &1 62]... las reglas actuales para Aj
fin para
(todas los consecuentes de reglas para A;
comienzan por un terminal o un auxiliar posterior)
eliminar la recursion (si la hay) directa para A;
fin para
Fin

1.1.9. Forma normal de Greibach

(No se estudiaré este curso)

Definicion 1.1.9.1 (FNG) Una gramatica esta en forma normal de Greibach (FNG) si todas sus
reglas estan en Xa x X1X, (es decir, son de la forma A; — aAj Aj,...Aj, 0 A — a)

Proposicion 1.1.9.2 Dada una gramatica independiente de contexto que no genere la cadenavacia,
existe una gramatica equivalente en FNG.

1.2. Autdématas con pila
1.2.1. Autédmatas con pila no deterministas

Son autématas (alfabeto de entrada X, conjunto finito de estados Q ...) que disponen ademas
de una pila, en la que se pueden almacenar simbolos de determinado alfabeto I" (que puede contener
a X1), Y cuyas transiciones se efectlian en funcion, no sélo del simbolo de entrada, sino también
del de la cima de la pila; y al efectuar las transiciones, ademas de cambiar de estado, sustituyen el
simbolo de la cima de la pila por una secuencia de simbolos o incluso por la cadena vacia.

Formalmente: (X1,T, Q, Ao, Jo, f, F) donde

Y1 esun alfabeto “de entrada”
" es un alfabeto “de la pila”
Q es un conjunto finito “de estados”
Ag €T, “simbolo inicial de la pila”
go € Q, “estado inicial”
F C Q, conjunto de estados “finales”
f es la “funcion de transicion”
f:Qx (ST U XTI - 29T =P(QxT™)

que por lo tanto asocia a cada estado q de Q, simbolo terminal a de 1 y A de I, un conjunto
f(q, a, A) (posiblemente vacio) de pares (q’, Z) de Q xI'*, y también hace esta asociacion para

9,4,A)

El funcionamiento de una automata a pila es como sigue: inicialmente se comienza en el estado
o Y se coloca en la pila el simbolo inicial Ag. Se considera el primer simbolo de la entrada a y se
revisan f(qo,a, Ao) Y f(do, 4, Ag). El autdmata entonces sigue alguna de las instrucciones posibles
que estos conjuntos indiquen. Si ambos conjuntos son vacios, el autdémata no puede moverse. Si no,
y decide elegir uno de los (qr, Zr) de f(qo, a, Ao), entonces



1. saca A de lapila

2. pone en su lugar la cadena Z,

3. pasaal estado gy

4. avanzaen la cadena de entrada para leer el siguiente simbolo

Si decide por el contrario elegir uno de los (qr, Z;) de f(go, 4, Ag), entonces el comportamiento es el
mismo, salvo el avance en la cadena de entrada.

A partir de este momento, el automata continda de la misma manera, accediendo cada vez al
simbolo de la cima de la pila, y al simbolo de entrada.

Para expresar en qué situacion se encuentra un A.P. en un momento dado bastara con conocer su
configuracion (g, az, AZ) € Q x X3 x I', que indica:

1. elestadoq
2. laentrada restante por leer, con el primer simbolo a y el resto (z)

3. el contenido completo de la pila, con el simbolo de la cima Ay la cadena de simbolos que esté
debajo Z

Laeleccion de latransicion (qi1, Z1) € (g, a, A) haraque el A.P. pase a la configuracion (qa, z, Z1Z),
que se indicara
(9,az, AZ) + (01,2, Z1Z)

Laeleccién de la transicion (g1, Z1) € (g, 4, A) hard que el A.P. pase a la configuracion (g1, az, Z1Z2),
que se indicara
(9,az, AZ) + (q1,az,Z12)

Segun la transicion que elija, el A.P. consume 0 no simbolo de entrada. Siempre desapila el
simbolo de la cima de la pila, pero puede volverlo a apilar (f(q,a,A) = {(q’,A)...}, sustituirlo
por una serie de simbolos (f(q,a,A) = {(q’, A1A2...)...}) o solamente desapilarlo (f(g,a, A) =
{(@,4)....

La posibilidad de eleccidn entre las transiciones posibles es lo que le hace determinista o no.

Para que se considere que es determinista tiene que ocurrir:

1. V(9,x,A) e Qx (21 u{a}) xT,|f(g,x,A)| < 2, es decir: el conjunto de transiciones posibles
para cada situacion se reduce a un solo elemento, o es vacio.

2. si f(g,4,A) # 0 entonces f(g,a,A) = 0, Ya € Zr, es decir, si se puede hacer una transicion
desde un estado y con un simbolo concreto en la cima de la pila sin consumir entrada, entonces
no se puede hacer ninguna transicién consumiéndola.

Es decir, dada una configuracion, es posible a lo sumo una configuracion siguiente.

Se dice que un A.P. acepta una cadena por estado final si es posible que una sucesién de movi-
mientos lleve al A.P. a una configuracion del tipo (qs, 4, Z) con q; € F, es decir, si consigue llegar a
un estado final cuando ha leido toda la cadena de entrada (independientemente de lo que quede en
la pila).

Se dice que un A.P. acepta una cadena por vaciado de pila si es posible que una sucesion de
movimientos lleve al A.P. a una configuracion del tipo (q, 4, 1), es decir, si consigue vaciar comple-
tamente la pila cuando ha leido toda la cadena de entrada (independientemente del que estado al que
llegue sea o no final).

Por lo tanto, un AP reconoce dos lenguajes:

LF(A) = {x € 21/(00, X, Ao) F* (0,4, Z),q e F,Z e T}

LV(A) = {x € 21/(do, X, Ao) +" (0,4, 2),q € Q}
no necesariamente iguales, y cualquiera de ellos puede ser vacio.



1.2.2. Ejemplos de automatas con pila

AP = (Zr ={a,b,c},'={A,0,1},Q ={p,q}, A, p, f,F)

p a b c q| a b |c| 2
A|lpOA|plA|QgA A g, 4
0| p,00|p,10]|q,0 0qg,4
1|p01]p11]|gq,1 1 g, 1

Un ejemplo de funcionamiento:

(p,abcba, A) + (p,bcba,0A) + (p,cba, 10A) + (g, ba, 10A)
F (9,8,0A)F (0,4, A)F (0,4, 2)
(p, bcaa, 0A) + (p, caa, 10A) + (g, aa, 10A)
parado
(p,abcbaa, A) + (p,bcbaa, 0A)+ (p,cbaa, 10A) + (g, baa, 10A)
+ (g,aa,0A) + (g, a, A) + no cambia la configuracion

(p, abcaa, A)

-

No es dificil convencerse de que LV(AP;) = {wcwR/w € (alb)*}. En su funcionamiento, el
automata apila los simbolos a, y b que va leyendo (recodificados como 0 y 1 respectivamente) hasta
que encuentra una ¢, momento en que desaplia el simbolo de la cima con el que lee si son iguales.
Sélo puede vaciar la pila si encuentra las aes y bes en orden inverso al que los leyé al principio,
y s6lo puede vaciarla completamente si ha encontrado una ¢ (y s6lo una), para, desde el estado q,
desapilar el simbolo inicial.

El autémata es determinista. Por otra parte, si F = {q}, se tendrd que LF(AP;) es el conjunto
de prefijos del lenguaje anterior, mientras que si F = 0, entonces LF(AP;) = 0. Obsérvese que si
F = {p.q} no es cierto que LF(AP;) sea todo X% (probar el comportamiento con cc 0 ca).

El siguiente autdmata es no determinista:

APy = (E ={a,b},I'={A,0,1},Q = {p.q}. A, p, f, F)

p a b q a b pl
A (p, 0A) (p,1A) A (9,4)
0 | (p,00); (g, ) (p, 10) 0| (a4)

1 (p,01) (p.11); (9, 2) 1 (9,4)

y reconoce por vaciado de pila al lenguaje {wwR/w € (alb)*}, por un procedimiento similar al del
autémata anterior. El no determinismo procede de que no es posible situar el punto medio de la
cadena de entrada sin haberla leido completamente.

La pila puede “no usarse”, como en el siguiente ejemplo:
AP3 = (E ={a,b},I = {A},Q ={p.q}, A, p, f,F ={qa})

pla b q a b
A (@A) Al@A
En este caso, el lenguaje reconoce por vaciado de pila al lenguaje vacio (nunca puede vaciarla),

pero, por estado final, a ba*. Realmente es un autémata finito, y determinista. Esta técnica puede
generalizarse y demostrar que cualquier lenguaje regular puede ser reconocido por un autémata a




pila adecuado. Por lo tanto, los autématas a pila son mas potentes que los autdmatas finitos, y lo son
estrictamente, vistos los dos ejemplos anteriores.

El siguiente autdmata es no determinista:

AP, =(E={a,b},I'={A,a,b},Q={p,a} A, p.f.F ={a})

p a b A qla|b|Aa
Al (p,aA) | (p,bA) | (g.A) A
a (p’aa) (p’/l) a
b | (p,4) | (p,bb) b

y reconoce, por estado final a {w € (alb)*/|w|a = |W|p} ¥ por vaciado de pilaa @

1.2.3. Formas de reconocimiento

Un A.P. determina dos lenguajes: uno por vaciado de pila, LV(A) y otro por estado final LF(A).
Cualquiera de ellos puede ser vacio, pueden coincidir o no. Pero se verifica el siguiente teorema,
que daremos sin demostracion

Teorema 1.2.3.1 Si un AP A; reconoce un lenguaje L por vaciado de pila, existe otro AP A, que
reconoce L por estado final.

Lo Unico que hay que hacer es construir un A, que coloque su propio simbolo inicial de la pila en
su pila, y encima al inicial de A;. A partir de entonces, imita exactamente el comportamiento de A;.
Cuando éste haya vaciado su pila (lo que se detecta porque A, encuentra su simbolo inicial de pila
en ella), A, pasa a su estado final.

Teorema 1.2.3.2 Si un AP A; reconoce un lenguaje L por estado final, existe otro AP A, que reco-
noce L por vaciado de pila.

Ahora un segundo autdmata que imita el comportamiento del primero, cuando detecta que éste ha
llegado a un estado final, pasa a un estado “de vaciado”, en el que se dedica Gnicamente a desapilar
lo que quede en la pila.

Se consideran las dos formas de reconocimiento porque, segin los casos, una técnica sera mas
directa que la otra, o mas til para lo que se desee.

La conjuncion de los dos teoremas se resume en

Teorema 1.2.3.3 El conjunto de lenguajes aceptables por vaciado de pila por el conjunto de los
autématas a pila, coincide con el conjunto de los lenguajes aceptables por estado final por dicho
conjunto.

1.2.4. Algoritmos de andlisis y sintesis para lenguajes independientes de contexto

Teorema 1.2.4.1 Dado un lenguaje independiente de contexto L, existe un A.P. cuyo lenguaje reco-
nocido por vaciado de pila es precisamente L.

La demostracion de este teorema se basa en partir de una gramatica independiente de contexto que
genere L y construir a partir de ella un AP que imite, como procesos de reconocimiento, los procesos
de derivacion de la gramatica, naturalmente en orden inverso. La construccion mas sencilla puede
verse en [Kelley], aunque no se exigira este curso.

El analizador sintactico que construye Yacc es en el fondo un AP para el caso particular de gra-
maticas independientes de contexto LALR(1), un poco adaptado por comodidad. Las construcciones
de AP para gramaticas generales independientes de contexto no podran garantizar el determinismo
(ni mucho menos el resto de propiedades que consigue Yacc).

Evidentemente, también podra contruirse un AP que reconozca un lenguaje independiente de
contexto por estado final.



Teorema 1.2.4.2 El lenguaje reconocido por vaciado de pila por un A.P. es independiente de con-
texto.

Para demostrar este teorema se construye una gramatica a partir del AP que genera exactamente las
cadenas que el automata reconoce. El algoritmo genera muchos simbolos y reglas indtiles. También
puede verse en [Kelley] y otros, y tampoco se exigira este curso.

Dado que reconocer por vaciado de pila es equivalente a reconocer por estado final, también se
tiene que

Teorema 1.2.4.3 El lenguaje reconocido por estado final por un A.P. es independiente de contexto.

En resumen, los autématas a pila son a los lenguajes independientes de contexto como los auté-
matas finitos deterministas a los regulares. Sin embargo es muy importante observar que en el caso
de los AP, no es equivalente el no determinismo al determinismo, sino que aquél es estrictamente
mas potente. Es decir, existen lenguajes independientes de contexto reconocibles por un autémata
con pila no determinista que ninglin AP determinista es capaz de reconocer. Por ejemplo, el del
autémata AP, de la seccion de ejemplos.

1.2.5. Propiedad adicional de los lenguajes independientes de contexto

La relacion de los lenguajes independientes de contexto con los AP permite afiadir la siguiente
propiedad al catalogo:

Proposicion 1.2.5.1 La interseccion de un lenguaje independiente de contexto y un lenguaje regular
es independiente de contexto.

Esta propiedad permite facilitar la comprobacion de que un lenguaje no es independiente de
contexto. Por ejemplo, considerese el lenguaje L = {a'bic/i # jv j # k). También puede expresarse
en la forma {a'bi/i # jic* Ua*{bick/j # k}. La gramatica

S11S2
aSlb|A
aSzb| B
aAla

S
S1
S»
A
B bB|b

il

genera las cadenas de a*b* que tienen distinto nimero de aes que de bes, y hace a {a'bi/i # j} in-
dependiente de contexto. Por las propiedades vistas de union y concatenacion de l.i.c, L es indepen-
diente de contexto. Sin embargo, su complementario no lo es, dado que Lna*b*c* = {a"b"c"/n > 0},
que noesi.c.



