Tema 2. Introduccion a la l6gica

1. Introduccion

2. Logica de proposiciones
1. Definiciones
2. Sintaxis
3. Semantica

e Bibliografia
— Matematica discreta y I6gica. Grassman y Tremblay. 1997.
Prentice Hall.
— Symbolic logic and mechanical theorem proving. Chang y
Lee. Academic Press, 1987.
e Otras asignaturas relacionadas: Ldgica, modelos y
estructuras discretas (4° curso)

Objetivos

Entender qué es la légica y para qué sirve

Familiarizarse con la l6gica de proposiciones:
principios, sintaxis y seméantica

Ser capaz de realizar manipulacién sintactica en
I6gica de proposiciones

Entender el concepto de manipulacién semantica

Relacién de la l6égica con la programacion




2.1. Introduccion

e Ld&gica: Campo del conocimiento relacionado con el estudio y el
analisis de los métodos de razonamiento.

* El razonamiento légico es esencial para construir y probar
programas.

 Mediante la l6gica podemos formalizar y abordar el
razonamiento I6gico tanto en la informatica, la mateméatica o la
vida real.

« Utilizamos la légica (tradicional) en nuestra vida.

El primero en dar una formalizacién fue Aristételes: silogismos,
sofismas,...

 Existen muchas ramas de la légica = légica simbdlica
— La légica simbdlica hace un uso extensivo de los simbolos

2.2. Logica proposicional

2.2.1. Definiciones
e Campo de la légica simbdlica (usara simbolos) que se centra en
el concepto de proposicion

— Proposicién es cualquier afirmacioén, verdadera o falsa, que esté
definida (enunciada) sin ambigiiedad
P : Carlos va al cine
Q : Siete es un numero primo
R : El ocho es un namero primo

— P, Q y R son proposiciones que en funcién del contexto pueden ser
ciertas o falsas

e Esta definicidon excluye

Sentencia ambiguas: "Ni si ni no, sino todo lo contrario™
Sentencias sin sentido: "La vaca volaba bajo el mar”
Sentencias “difusas”: "Juan puede que haya ido al cine"
Sentencias modales: "Algunas veces Juan va al cine"




2.2.1. Definiciones (cont.)

e Distinguimos:
— Constantes proposicionales: valores/atributos asociados a
una proposicidon y que pueden ser CIERTO o FALSO

— Variables proposicionales (pueden tener valor cierto o falso)
e identifican una proposicion: P, Q, R

— Constantes y variables pueden combinarse: p v FALSO

e El lenguaje de la Iégica proposicional
— Lenguaje mas sencillo de la légica (sin variables)
— Como cualquier lenguaje tiene léxico, sintaxis y seméantica

e Léxico
— Alfabeto A, utilizaremos A = {o,B,%,6,..3 6 {p,q, r, s,...}
—B=Au{- A vVv,D, <, ()}

e Lenguaje:
L < B* (no es lo mismo que L = B¥*).

Por lo tanto habra combinaciones de léxico no admitidas,
igual que en cualquier otro idioma, como el espafiol.

2.2.2. Sintaxis

— X € A: la parte mas sencilla del lenguaje son los atomos
o férmulas atémicas (proposiciones, variables o
constantes proposicionales)

— Se puede obtener mayor expresividad mediante férmulas
mas complejas: combinando 4&tomos y conectores logicos
« Juan fue al cine : a
< Juan comid palomitas: B
< Negacidén: Juan no fue al cine: — a
e Conjuncioén: Juan fue al cine y comié palomitas: a A 8
« Disyuncion: Juan fue al cine o comié palomitas: a v 3
Implicacién: Si Juan fue al cine, comié palomitas: a.> B

Doble implicaciéon: Juan comié palomitas si y solo si fue al
cine: B a

— ¢Es correcta cualquier combinacién?
e No (L « B®)
e S6lo deben construirse: férmulas bien formadas (FBF)




2.2.2. Sintaxis (cont.)

Férmulas bien Formadas, FBF:
Son aquellas férmulas que se construyen de acuerdo con las siguientes
reglas:
e Sia € A, entonces o es una FBF
= Si a es una FBF, entonces — o es una FBF
* Siay pson FBF, entonces aaB,ovp,o>p, o< pson FBF
« Ningun otro elemento de B* es una FBF

= Estos patrones de FBF se denominan esquemas, ya que cada uno de
ellos (a, B) se puede sustituir por una FBF y siguen siendo validos.

e Ejemplo: ldentifica las proposiciones correctas de las
siguientes expresiones:
— Existe vida en el planeta Venus
— El dos es un nimero primo
— ¢Existe algin nimero primo divisible por dos?
— i Los numeros primos son s6lo divisibles por si mismos y la
unidad!
— José y Elena son primos
— Valladolid es una capital europea

2.2.3. Semantica

- Asignacién del valor cierto o falso a una proposicién (simple
0 compuesta), con independencia de los significados que
para nosotros tengan las proposiciones.

- Asignhacién de verdad a férmulas atémicas o
interpretacion:
V: A 2 {falso, cierto}
Asocia a los atomos un valor de verdad (cierto o falso).

- Esto nos permite conocer el valor de las férmulas atémicas,
pero para conocer el valor de la expresidén son necesarias
mas reglas para aplicarlas sobre las FBFs.




2.2.3.1. Asignacion de verdad a FBF

Dada una asignaciéon V para formulas atémicas, definimos
V: {a | a es FBF} = {falso, cierto} como sigue:

1. Sia es un atomo, entonces V(o) = V(o)
2. Sia, B son FBF, entonces:
a) o = —f, V(o) = cierto si V(B) = falso y falso si V(B)= cierto

b) V(a A B) = cierto si V(o) = V(B) = cierto;
V(a A B) = falso en otro caso

¢) V(a v B) = falso si V(o) = V(B) = falso;
V(a v B) = cierto en otro caso

d) V(a o B) = falso si V(o) = cierto y V(B) = falso;
V(o o B) = cierto en otro caso

e) V(a < B) = ciertosi V(o) = V(B) y V(o < B) = falso en
otro caso

En el caso en que se conozcan los valores de verdad (V) de
un conjunto de proposiciones es inmediato determinar el
valor de verdad de las FBFs aplicando estas reglas.

Deben respetarse los paréntesis, resolviendo primero los
mas internos.

Si no se ponen paréntesis es necesario resolver las
férmulas respetando las prioridades entre conectores que
son, de mayor a menor:

—, A\, V, =, &

Si dos conectores tienen la misma prioridad, se evaldan de
izquierda a derecha




2.2.3.2. Interpretacion y validez

Ejemplo:

Evaltese la féormula (P A Q) = (R < (=S)) con los valores de
verdad {P, Q,R, S} ={T,F, T, T}

- En el caso en el que no se conozcan los valores de verdad, V,
existen 2" posibles interpretaciones. La Unica forma de conocer
todos los valores de la férmula G es construir una tabla de
verdad.

Def. Una tabla de verdad muestra los valores de verdad de
una féormula G para todas las posibles interpretaciones de
la misma.

Ejemplo:
ap -0, aAB avB a=p o B
FF F T T

FT
TF
TT

44
-4 T 7

T T F
T F F
T T T

2.2.3.2. Interpretacion y validez (cont.)

A la vista de los resultados de una tabla de verdad, por
ejemplo G=(P A Q) = (R &-9),

¢Cémo se deben interpretar los resultados de la evaluacién
de G?

Consistencia o validez.

Una FBF o se dice consistente o vélida siiIV | V(o) =T
Tautologia.

Una FBF o se dice que es una tautologiasiivVV | V(o) =T
Contradiccién.

Una FBF o se dice que es una contradiccién sii .3V |
V() =T

Los conceptos de tautologia y contradiccién son muy
importantes a la hora de razonar y programar.




2.2.3.3. Manipulaciones sintacticas

Equivalencia.

Dadas a, B dos FBF, se dicen equivalentes:
a=p sii V(o) = V(B) VYV
Definicion alternativa:

a=p sii a < B es una tautologia.

Si 2 FBFs son equivalentes, se pueden intercambiar, sin
alterar su valor semantico.

¢,Coémo saber si dos FBF son equivalentes?
Realizando la tabla de verdad de ambas FBFs (analizan
todas las interpretaciones) y comprueban que los valores
de verdad de ambas son iguales para todas sus posibles
interpretaciones.

Pero, ¢es necesario construir todas las tablas de verdad en el
ejercicio anterior?

2.2.3.3. Manipulaciones sintacticas (cont.)

Ejemplos de fobrmulas equivalentes

Identidad

o v Falso = a

o A Cierto = a

Dominacion

o v Cierto = Cierto

o A Falso = Falso

Idempotencia

ava=a

ana=ad

Doble negaciéon

—|(—|(X.)EU,

Conmutativa

avB=pva

aAB=BAa

ceopf=pfeoa

Asociativa

(avB)vy=sav(@vy

(@AB)ry=an@BAay)

Distributiva

av@Pan=(@vpalavy)

arn@Bvn=(@ap)v(aay)

Eliminacion =

a=>B==-avP

Eliminacion <

acB=@=>pAr B=>0)

Leyes de Morgan

—(avB)=—anrn-B

—(@AB)=—av-P




2.2.3.4. Manipulaciones semanticas

Ahora sabes que se pueden intercambiar unas férmulas por
otras equivalentes, sin alterar su semantica, ni afladir nuevas
férmulas ciertas.

Existe otra forma de realizar razonamientos: obtener o derivar
expresiones ciertas a partir de otras expresiones ciertas.
Esto se conoce como derivacioén légica.

Ademads, a las expresiones resultantes se las conoce como
consecuencias légicas.

— Obtenemos nuevos hechos (conclusiones) a partir de otros
hechos ya existentes (axiomas o premisas).

Existen distintas reglas de inferencia: abduccién, adicion,
simplificacién, silogismo disyuntivo, silogismo hipotético, modus
ponens, modus tolens, combinacion, ley de casos, eliminacién
de la equivalencia, introduccién de la equivalencia

2.2.3.4. Manipulaciones semanticas (cont.)

« Por ejemplo, podemos aplicar los siguientes
razonamientos:

— Premisa 1: Si el semaforo esta en verde, los coches
pueden avanzar

— Premisa 2: Observamos que el semaforo esta en
verde

— Concluimos: Los coches pueden avanzar
Hemos razonado mediante Modus Ponens

— Premisa 1: Si se produce un robo, desapareceran
objetos

— Premisa 2: Observamos que no han desaparecido
objetos

— Concluimos: No se ha producido un robo
Hemos razonado mediante Modus Tollens




