Estructuras de Datos - Curso 05/06 I. T. Informatica Sistemas

Arboles — Definiciones

e Arbol: Un arbol consiste en un nodo (r, llamado nodo raiz) y una lista o
conjunto de subarboles (A;, A, ..., Ay). Si el orden de los subarboles
importa, entonces se representan como una lista, y se denomina arbol
ordenado. En caso contrario se representan como una coleccion y se
denomina arbol no ordenado.

e Se definen como nodos hijos de r a los los nodos raices de los subarboles
A, Ay, . A

e Si besunnodo hijo de a entonces a es el nodo padre de b.

e Un nodo puede tener cero o mas hijos, y uno o ningin padre. Si no tiene
nodo padre entonces es el nodo raiz del arbol.

¢ Un nodo sin hijos se denomina nodo hoja.

e Se define un camino en un arbol como cualquier secuencia de nodos del
arbol, n; ... n, que cumpla que cada nodo es padre del siguiente en la
secuencia (es decir, que n; es el padre de ni;;). La longitud del camino se
define como el niUmero de nodos de la secuencia menos uno (p-1).

e Los descendientes de un nodo son aquellos nodos accesibles por un
camino que comienze en el nodo. Los ascendientes de un nodo son los
nodos del camino que va desde la raiz a él.

e La altura de un nodo en un arbol se define como la longitud del camino
maés largo que comienza en el nodo y termina en una hoja. La altura de un
nodo hoja sera de cero, y la altura de un nodo se puede calcular sumando
uno a la mayor altura de sus hijos.

e La altura de un arbol se define como la altura de su raiz.

e La profundidad de un nodo se define como la longitud del camino (Gnico)
que comienza en la raiz y termina en el nodo. La profundidad de la raiz es
cero, y la profundidad de un nodo se puede calcular como la profundidad
de su padre mas uno. A la profundidad de un nodo también se la denomina
nivel del nodo en el arbol.
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Representacion de Arboles

e Salvo casos particulares, un arbol se almacena mediante nodos con
referencias al nodo padre y a la lista de nodos hijos, o bien con referencias

al nodo padre, al primer hijo y al nodo hermano. Se suele utilizar un acceso
basado en cursor.

e Las operaciones principales son el acceso al nodo raiz, la insercion y
borrado de subarboles hijos del nodo actual y el cambio del cursor (del
nodo actual a su padre y del nodo actual a uno de sus hijos).

e Ejemplo (representacion padre-primer hijo-hermano):
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Variantes de Arboles

e Arbol binario: Arbol que consta de un nodo raiz y de dos subarboles,
Ilamados subarbol izquierdo y subarbol derecho. Se permite que existan
arboles vacios (sin ningun nodo, ni siquiera el raiz). Los arboles vacios
tienen altura —1.

e Cada nodo de un arbol binario puede tener ningun hijo (subarbol izquierdo
y derecho vacios), un hijo (subarbol izquierdo o derecho vacio) o dos hijos.
Dependiendo de si son la raiz del subarbol izquierdo o derecho se
denominan hijo izquierdo e hijo derecho.

e Arbol binario estricto: No se permite que un subarbol esté vacio y el otro
no lo esté. Por lo tanto cada nodo puede tener cero o dos hijos.

e Arbol binario perfectamente equilibrado (arbol lleno): La altura del
subarbol izquierdo es igual a la altura del subarbol derecho y ademas
ambos subarboles también estan perfectamente equilibrados. Un arbol
perfectamente equilibrado tiene 2™*-1 nodos (h es la altura del arbol).

e Arbol binario completo: Un éarbol perfectamente equilibrado hasta el
penultimo nivel, y en el altimo nivel los nodos se encuentran agrupados a
la izquierda.

En un arbol completo se pueden indexar los nodos mediante un recorrido
por niveles, y a partir de ese indice es posible conocer el indice del nodo
padre y los indices de los nodos hijos. Esta propiedad permite almacenar un
arbol completo en un vector sin necesidad de informacion adicional
(referencia al nodo padre y a los nodos hijos), simplemente almacenando
cada nodo en la posicion del vector que indica el recorrido por niveles.
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e Monticulo: Un arbol binario completo que almacena elementos con campo
clave y donde los nodos cumplen la propiedad de monticulo: Todo nodo
del arbol almacena un elemento cuya clave es menor que las claves de sus
descendientes en el arbol.

La definicidn anterior es de un monticulo cuya raiz es el elemento minimo.
Alternativamente, podemos definir un monticulo cuya raiz sea el elemento
méaximo con sélo cambiar la palabra menor por mayor.

Si n es el numero de elementos del monticulo y h su altura se cumple:
ne{2".2"™%-1} h=lIgn], Niveldelnodoi-ésimo=1|1gi ]

e Arbol binario de bisqueda: Un arbol binario que almacena elementos con
campo clave y donde los nodos cumplen la propiedad de ordenacion:
Todo nodo del arbol almacena un elemento cuya clave es mayor (o igual)
que las claves de los nodos de su subarbol izquierdo, y menor (o igual)
que las claves de los nodos de su subarbol derecho.

e Arbol binario equilibrado: Un arbol binario en el que la altura del
subarbol izquierdo y la del subarbol derecho o son iguales o se diferencian
en una unidad, y ademas ambos subarboles son equilibrados. Se define
factor de equilibrio de cada nodo como el resultado de restar la altura del
subarbol izquierdo a la altura del subarbol derecho. Solo puede tomar los
valores —1, 0 y +1 para un arbol binario equilibrado. Ejemplos:

e Arbol AVL: Un arbol binario de basqueda equilibrado. Comparten las
caracteristicas de los arboles binarios de busqueda pero el orden de las
operaciones de acceso (busqueda), insercion y borrado es estricto (no es un
caso promedio).
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Monticulos: Operaciones auxiliares

Elevacion de un nodo:

type
{ ElI monticulo se representa por un vector que almacena sus elementos (registros con campo
clave) en el orden de un recorrido por niveles. El vector tiene una capacidad maxima de Max
elementos, y en un momento dado almacena Unicamente Num elementos en los indices 1..N }

TMonticulo = record
Vec : array[1l..MAX] of TElemento;
Num : integer

end

procedure Elevar(var M: TMonticulo; I: Integer);

{ Reorganiza un monticulo en el que, al cambiar de valor el nodo I-ésimo, es posible que ya no
cumpla la propiedad de monticulo para los ascendientes de ese nodo. El algoritmo consiste en
intercambiar el nodo con sus ascendientes hasta restablecer la propiedad. Eficiencia: O(lg n) }

var
Padre, Hijo : integer;
Seguir : boolean;
begin
Hijo := 1 ; Seguir := true ;
while (Hijo > 1) and Seguir do
begin
Padre := Hijo div 2 ;
if M.Vec[Padre].Clave > M.Vec[Hijo].Clave then
begin

{ No se cumple la propiedad de monticulo: Se intercambia el nodo padre con el nodo hijo y se
sigue comprobando los ascendientes }

M.Vec[Padre] < M.Vec[Hijo] ;
Hijo := Padre
end else begin
Seguir := false
end {if }
end { while }
end; { Elevar }
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Reestructuracion de un (sub)monticulo:

procedure Reestructurar(var M: TMonticulo; I: integer) ;

{ Reorganiza un monticulo en el que, al cambiar de valor el nodo I-ésimo, es posible que ya no se
cumpla la propiedad de monticulo para los descendientes de ese nodo. Alternativamente, esta
operacién se puede contemplar como reorganizar un (sub)monticulo cuya raiz es el nodo I, donde
todos los nodos excepto la raiz cumplen la propiedad de monticulo. El algoritmo consiste en
intercambiar el nodo con sus descendientes hasta restablecer la propiedad. Eficiencia: O(lg n) }

var
Padre, Hijo : integer;
Seguir : boolean;
begin
Padre :=I;
Hijo := 2*Padre ; { hijo izquierdo }
Seguir := Cierto
while (Hijo < M.Num) and Seguir do
begin
{ Comprobar cual es el hijo con clave menor }
if Hijo < M.Num then { existe hijo derecho }
if M.Vec[Hijo+1].Clave < M.Vec[Hijo].Clave then { hijo derecho es el menor }
Hijo := Hijo+1;
{ Comprobar si el padre tiene una clave mayor que la del hijo menor }
if M.Vec[Padre].Clave > M.Vec[Hijo].Clave then
begin

{ No se cumple la propiedad de monticulo: Se Intercambia el nodo padre con el nodo hijo y
se sigue comprobando los descendientes }

M.Vec[Padre] < M.Vec[Hijo] ;
Padre := Hijo ;
Hijo := 2*Padre

end else begin
Seguir := false

end {if}

end { while }
end; { reestructurar }
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Operaciones sobre monticulos

Insercidn de un elemento:

procedure Insertar(var M: TMonticulo ; E: TElemento) ;
{ Inserta el elemento E en el monticulo M de manera que se siga manteniendo la estructura de
monticulo. Eficiencia: O(Ilg n) }
begin
M.Num := M.Num+1 ;
if M.Num > MAX then { ampliar capacidad de M.Vec } ;
M.Vec[M.Num] := E; { Insercion al final del vector, como el Gltimo nodo hoja }
Elevar(M, M.Num) { Reorganizar el monticulo elevando lo necesario el nodo insertado }

end; { Insertar }

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
A|B|F|E|D H{Z|[M[R|W|S|P A|B|C|E|D|F|H|Z|M|R|W|S|P
t t t ¢

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID - DPTO. DE INFORMATICA PAG. 20



Estructuras de Datos - Curso 05/06 I. T. Informatica Sistemas

Borrado del nodo raiz (elemento con clave minima):

procedure Borrar(var M: TMonticulo) ;
{ Precondicion: M.Num > 1 }

begin
M.Vec[1] & M.Vec[M.Num] ; { Se intercambia el raiz con el dltimo }
M.Num := M.Num-1 ; { Se borra el ultimo elemento (el que era antes el raiz) }
Reestructurar(M, 1) { Se reestructura todo el monticulo (se hace descender la raiz) }

end; { Borrar }
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Modificacion de un nodo:

procedure Modificar(var M: TMonticulo; I: integer; E: TElemento) ;
{ Cambia el valor del elemento I-ésimo del monticulo por E }
begin
if E.Clave < M.Vec[I].Clave then { Se cambia un elemento por otro menor }
{ Solo puede afectar a los ascendientes del nodo que cambia }

M.Vec[l] :=E ;
Elevar(M, 1) { Elevar el nodo lo necesario }
end else begin { Se cambia un elemento por otro mayor }
{ Sélo puede afectar a los descendientes del nodo que cambia }
M.Vec[l] :=E ;
Reestructurar(M, 1) { Descender el nodo lo necesario }
end

end; { Modificar }

Creacion de un monticulo a partir de un vector desordenado:

procedure Crear(var M: TMonticulo) ;

{ En el array M.Vec[1..M.Num] se almacenan elementos desordenados. Este procedimiento
reorganiza el array para que pase a tener estructura de monticulo. Eficiencia: O(n) }

var | : integer;
begin

{ Realiza una secuencia de reestructuraciones desde los niveles inferiores (comenzando por el
padre del dltimo nodo) hasta la raiz. }

for | := M.Num div 2 downto 1 do
Reestructurar(M, 1)
end; { Crear }

Implementacion de Colas de prioridad

Lista no ordenada” Lista ordenada™ Monticulo
Acceder al minimo O(n) 0O(1) 0(1) 0O(1)
Insertar 0O(1) 0O(1) O(n) O(lg n)
Borrar el minimo O(n) O(n) o) O(lg n)
Modificar 0() O(n) O(n) O(lg n)

*
La columna derecha representa la variante de almacenar una referencia al elemento minimo y actualizarla
adecuadamente en el resto de operaciones. Esto supone que el acceso es O(1) y madificar pasa a ser O(n).

*%x
Se supone que esta ordenada de mayor a menor.
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Ordenacion por monticulos:

procedure OrdMonticulos(var M: TMonticulo);

{ Ordena el vector M.Vec[1..M.Num] de mayor a menor. Primero reorganiza el vector para dotarle
de estructura de monticulo, y despues extrae sus minimos sucesivos (que se van depositando al
final del vector). Cuando el monticulo queda vacio, la zona del vector M.Vec[1..M.Num] contiene los
elementos originales ordenados de mayor a menor. Si se desea el orden habitual de menor a mayor
se debe trabajar con un monticulo de maximos en lugar de minimos (basta con cambiar la
comparacion entre padres e hijos de menor a mayor en los subprogramas Elevar y Reestructurar }

var I, N : integer;
begin
N := M.Num; { Tamafo original }
Crear(M); { Reorganiza el vector como monticulo }

{ Extraccion de los elementos maximos, que se depositan en orden al final del vector, fuera de la
parte que representa el monticulo. El altimo elemento no es necesario extraerlo. }

for | := 1 to N-1 do Borrar(M);
M.Num := N  { Se restablece el tamafio original }
end; { OrdMonticulos }

Comparacion de algoritmos avanzados de ordenacion:

Eficiencia Ctes. de proporcionalidad
Tiempo Espacio Movimientos Comparaciones
Fusion O(n log n) O(n) 2.00 0.92
Rapida Q(n log n)” Q(log n)” 0.75 1.35
Monticulos O(n log n) 0() 1.33 1.80

“ Se dan las cotas y constantes del caso promedio, el peor caso seria tiempo O(n?) y espacio O(n)
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